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IL DENAROC

I1 vocabole denaro deriva dal latime "desarius” con cui si indi-
cava una moneta d'argento del valore di 10 nggsi" o di 2,5 "se-
gtexrzin, :

In lingua inglese si utilizza i1 voecabolo "money" che deriva-dal
nome della dea romana Giunone Moneta.

11 vecabolo moneta, irfine, deriva dal latine "meomere!, che wvucl
dire "ammonire"”.

I due vocabeli, denaro e moneta, sono sinonimi e indicano gemeri-
camente "ci® che in generale vieme accettato come mezzo per sal-
dare un debito”.

Un debito insorge guando si riceve "gualcosa® a titeolo nom gra-
tuito e ne rappresenta la contropartita. Esso pud essere saldato
o immediatamente o posticipatamente.

Inizialmente, prima che fossero coniate le prime monete, il paga-
mento, ossia il saldo del debito, wveniva effettuato tramite il
baratto. Questo modo di operare, tuttavia, presenta un notevole
svantaggio in guanto presuppons il raggiungimento di un accoxdo,
volta per volta, suil gquantitativi equivalenti delle merci da
scambiare. _
I’ introduzione delle prime monete in metalli pregiati ha consen-
rito 1'introduzione del concetto di "prezzo" basato sul "peso"
del metalle pregiato. :

Nelle economie moderne i metalli pregiati sono stati sostituiti
da banconote e monete garantite da banche e governi.

Questo demaro "ufficiale” & detto anche demarc "contante". EssS0
pud essere sostituito dall'uso di assegni bancari, carte di cre-
dito, cambiali etcc. e la tendenza attuale & guella di realizzare
una societd nella quale non sia pin necessario usare denaro con-
tante.

Tuttavia, anche in una societd senza denaro contante, le guantita
di denaro devono continuare ad essere eSpresse in termini di im-
porti menetari, ossia di multipli di una unitd wometaria avente
valore legale.

Un importo mﬂﬂEEaEiB € si pud, pertanto, esprimere come il pro-
dotto:

C = clb, {1)

dove: :

¢ = pumero purc che rappresenta l'ammontare numerico dell'imparto
monetario, '

U = uniti monetaria (eure, deollare, yem, etee.) .

L'unita monetaria, U, pud essere considerata gia in wvalore asso-
luto o nominale, ed allora la indichiamo con U,, che in wvalore
relativo o reale (potere d'acquisto), ed allora fa indichiamo con
. ;

U~ non varia al variare del tempo, fintanto che resta in wvigore
{Ea Iira italiana & entrata in vigore nel 1861 ed & previsto che
cessera di avere valore legale nel 2002) .

U. varia, generalmente, al variare del tempo ed &, dungue, prefe-
ribile esprimerla tramite U, (t).

Nella tabella seguente & indicata 1l'evoluzione temporale del va-
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lore reale della lira italiana, ottenuta utilizzando 1'indice
delle famiglie di operai e impiegati calcolato dall'ISTAT e -po-
nendo, Bolo per comoditd di calcolo, Ur{zuna} = 1, in gquanto,
concettualmente, & cCOrretto porre:

U.{0) = Uy = 1. (2)

Tutti i membri della societd aceettame 1l denaro im cambie di be-
ni e/o servizi, per mutuo accordo. ! _

I1 denaro, come qualsiasi bene o servizio, pud essere scambiato e
tale scambio risulta essere non banale solo se avviene in tempi
diversi. Il soggetto che da (presta) il demaro per primo, assume
la posizione di "creditore", mentre il soggetto che lo deve re-
stituire successivamente assume la posizione di "debitore® -

La societd nella quale viviamo accetta i1 seguente "postulato del
rendimento del denareo", che pud essere espresso tramite due pro-
posizioni che si integranc tra loro.

11 postulato del rendimento del denaro

"Non & possibile garantirsi il possesso di un importo monetario
a costo nullo o negatiwo".

»I1 prezzo di un'operazione che consiste nel differire il termine
di un credito (o anticipare gquello di un debito) & negativo (in-
versamente, guindi, per aaticipare il termine di un credite (O
differire gquello di un debito) il prezzo & positivo)".

11 postulate- del rendimento del denarc costituisece @i per se un
dato di fatto di ordine storico piuttosto che una necessitd logi-
ca. '

Nella ipotetica situazione economica in cui nessuno o pochisgimi
avegssero bisogno di denaro a prestito, non risulterebbe conve-
niente, infatti, accettare un importo impegnandosi a. restituirlo,
successivamente, aumentato, bensi risulterebbe conveniente resti-
tuirlo, successivamente, diminuite, per Eener conto del servizio
reso con la custodia.

4

LE OPERAZIONI EINANZTARTE

Le operazioni finanziarie si riducono a scambi di denarc; a Vvo-
lerle comnsiderare  nella lero accezione piit largs possibile, po-
tremo definirle come quei contratti di scambio in cui non figura
nessuna merce fuorché il denaro.

In tale senso larghissimo rientranoc tra le operazioni finanziarie
anche le assicurazigni.

Dopo averme- dato una definizione generale, vediamo eora di esami-
narle pidl in dettaglio.

Una prima distinzieme va fatta tra le operazioni finanziarie
ncerte® e quelle "aleatorie”.

Un'operazione finanziaria & certa guando sono noti a priori -con
certezza Sia tutti gli importi monetari {o capitali) che verranno
scambiati che gli istamti in cul saraano esigibili.

Un'operazione finanziaria & aleatoria se non & certa.

Una seconda distinziome wva fatta tra le operazioni finanziarie
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vrigide" e quelle "elastiche”.

Un'operazione finamziaria & rigida se tutte & stabilito alla sti-
pulazione del contratto in modo unico ed irrevocabile.
Un'operazione finanziaria & elastica se il contratto consente la
facoltd di scegliere tra diverse alternative, considerate equiva-
lenti, in un istamte successive a guelleo della stipula del con-
tratto. :
Ritornando al discorso generale, un'operazione finanziaria € un
qualunque insieme di pagamenti (in entrata o in uscita), caratte-
rizzati dalle rispettive date di esigibilita.

Se limitiamo il discorso ad un insieme costituito da un numerc
finito o da un'infinitd numerabile di elementi (x4,t;), con S
L ds awms e GOV indica 1'importo monetario i-esimo e ti_in-
dica la sua data di esigibilita, allora un'operazione finanziaria
0 pud essere rappresentata dai due vettori ad n componenti reali,
OO0 T ™ fe Fp wwiad

X = {xl,xz..,,,xn}. 3 (3)

che rappresenta il "vettoere dei pagamenti" ed & anche detto
nfiysso degli importi”, e

T = {ty,tp. .-t} (4]

che rappresenta il "vettore delle scadenze asseociate" ed & anche
detto "scadenzario",
e peossiamo, dungue, Scrivere in forma comwpatta:

o = {x,T} = X/T. (5)

Ciascuna coppia (xj,tj) che costituisce l'operazione finanziaria
O pud essere, sostanzialmente, di quattro tipi diversi:

a) x; e t; sono entrambi deterministici; §
b) x:; & deterministico e t; & aleatorio;

c) x4 & aleatorio e ty & deterministico;

a) x; e ty sono entrambi aleatori.

Se tutti gli elementi dell'insieme delle coppie (x4,tj) che co-
stituisce l'operazione finanziaria 0 sono del tipo &), allora
l'apefaaiane-finanziariana-é-eertaw mentre, nel caso comtrarig, €
aleatoria. :
Due operazioni finanziarie si definisconc "eguivalenti" se diffe-
riscono tra loro solo per importi monetari di entitd uguale a ze-
e,

L R e - é— L
|t memm Fimaneiaria N o= 7 e

= (&, fi5finiRe STR di due operazioniyfinsrigr,f. "o O = & il
La pill generale operazione finanziaria certa e rigida consiste e
nello seambie, stipulate im un gerto istante &, Era due insiemi
di pagamenti non anteriori a t.

Nella sus forma pilt semplice, che. chiamiame "elementare”, un'gpe-
razione finanziaria di questo tipo, & costituita dallo scambio,
concordato al tempe t tra due tizi, di due capitali diversi: 1l :
tizio A cede al tizio B il capitale C disponibile al tempo t; = e
t, e in cambio il tizio B cede (o s'impegna a regtituire)’ al ti- e Lo
zio A il capitale (montante): e A




M= +1 ¢ {8)

al tcempo t, > ;. :
L'importo monetaric I &€ detto "interesse" ed il rapporto:

i=1I/C (7)

& detto "tassoc di interesse sulla durata temporale t, - ti“._
pal punto di wvista di A, viene effettuata un'operazione 41 "inve-
stimento" o di "impiego® descritta da:

0a = {-C.+M}/{tq. 2}, (8)

mentre, dal punto di wista di B, viene effettuata un'operazione
di "indebitamenteo® o di "provvista" descritta da: i

Og = {+c,-M}/{tq.t2}. (9)

Se il tempo t, coincide con il tempo t, allora si parla di opera-
zione "a pronti"; se, invece, risulta t, > t, allora si parla 4i
coperazione "a termine"”.

I TITOLI A CEDOLA- NULLA

Sono titoli che garantiscono al possessore, detto "portatore", il
pagamento (da parte di chi ha emesso il titolo, dettc "emitten-
te", al tempo t, detto "data di emissiocne”, in cambio dell'impor-
to mometarie €, detto "preszzo di emissione”) di un importe mone-
tario M, detto "valore facciale" o nvalore nominale®” o "valore di
rimborso", ad una stabilita data futura t,, detta "scadenza" o©
"maturity®.

Per acquisire questo diritto, il portatore, che & un investitore,
deve pagare al tempo d'acquisto 't = T < t% un prezzo P, detto
nprezzo di acquisto" o "corso" o "quotazione®, che, se 7 = t, al-
lora & pari a C e va versato a1l'emittente, oppure, se 7 > t, al-
lera va versato al detentore.

L'acquisto di un titolo a cedola nulla configura, pertanto, un'o-
perazione finanziaria del tipo 0p, espressa dalla (8), dove ora
dobbiamo porre 7 al posto di t; e P al posto di C se 7 > t, la
cui durata t- - T & detta "vita residua" o "yita a scadenza".

Un titolo di questo tipo viene definito, indifferentemente, "di
puro- sconto” o "a capitalizzazione integrale" o, in. lingua ingle-
gse, "zero coupcon bond". ]
Un esempio importante &i titoli a cedela npulla & rappresentato
dai BOT (Buoni ordinari del Tesoro), che sono obbligazioni emesse
dallc. Stato italiano caratterizzate dall'awere breve durata
L'emissione dei BOT & fissata con decreto del Ministero del Teso-
ro, che wviene pubblieate sulla ncazzetta Ufficiale”.

1 BOT hanno un taglio minimo (valore facciale) di 5 milioni di
lire e una durata (t, - t) di 3 o 6 © 12 mesi.

Le emissioni dei BOT avvengono, attualmente, alla metd e alla fi-
ne di ogni mese e il collocamento avviene tramite asta.
L'aequisto dei BOT & gravate da una Easss, che va- corrisposta-al-
1'atto dell'emissione e per un investitore, inteso come "persona




figica", & pari al 12,50% dell'importo mometarioc- M - Ck.
IL PRINCIPIO DI EQUIVALENZA INTERTEMPORALE TRA IMPORTI MONETARI

Riprendiame in esame il winecole (&) imposte all'operaziome E£iman-
ziaria elementare espressa tramite le (8) e (9), che rappresenta
la conseguenza logica del pestulato del rendimento del denaro.

La prima considerazione da fare & che 1'importo monetario I > O
dipende: -

a) dall'importo memetarie C, di cui, pestulando, gui e nel segui-
to, la proprietd d'indipendenza dall'importo, risulta essere di-
rettamente proporzionale;

b) dall'istante t s t, in cui viene concordata l'operazione fi-
nanziaria, in quanto && variare del tempo varia anche il punto di
intersezione (o d'incontro o di egquilibrio) tra le due curve di
domanda e d'offerta di denaro, poiché una o entrambe POBSORS-SU-
bire spostamenti;

¢) dall'istante t; in cui & esigibile 1'importo monetario C, in
guantc occorre tener conto della struttura temporale dei tassi di
interesse;

g} dalla durata:

At = tp - ty (10}

dell'operazione finansziaria, im guanto, sempre per la formulazio-
ne del postulato del rendimento del denaro, gquest'ultimo deve
crescere al crescere della durata dell'operazione finanzia;ia,

e, pertanto, pud essere espresso tramite la:

I = Cdu:t:,tl,ht}, (11)

dove &: (0, +e)x[t, +e)x {0, +=)} - (0, +=)}, per ogni coppia prefisgata
(€,tq) € (0, +m)x[t, +=), & sottoposta ai due gseguenti vincoli: -

a) ®(t,ty,0) = 0, (12)

b) deve essere, per il pestulate del rendimento del demaro, mgno-
tona crescente al crescere di At. .
Dalla (11) censegue, pertanto, um primcipie di eguivalenza inter-
temporale tra importi monetari, che pud essere formulato nel modo
seguente: "al tempe E, & egquivalente possedere 1!importe moneta-
rio C al tempo t, oppure 1'importo monetario M = C(1 + &(t,c,,
At)) al tempo t, ="ty +At, ¥t; =t e ¥ At > 0.

La funzione:

wit,tq,At) = 1 + &(t,t,,AL) (13)

& detta "funzione valore" e rappresenta l'importo mometarig al
tempo t, = £ + At nel caso in cui C = 1.

L'operazione finanziaria elementare espressa tramite le (8] e {9)
risulta, dungue, "egua" in base al principio di equivalenza in-
tertemporale rappresentate dalla (13).

Limitandoci a considerare solo l'effetto prodotto dalla durata
dell'operazione finanziaria, ipotizzando, ciogé, che il punta di
equilibrio tra la domanda e l'offerta di demaro rimanga invariato




nel tempo e che la struttura dei rtassl dl interesse ad Lempy
cia costante (piatta), possiame concludere che, per il postulato
del rendimento del denaro e per la proprietd dell'indipendenza
dall!importo, deve essere:

I = Cf(At), L11! )

dove f:(0,+w)-={0,+») & una funzione continua e monotona crescen-
te sottoposta al wvincolo:

T Tt (12')

Dalle (6) e {(11'), ciod sotto le ipotesi restrittive introdotte,
consegue, pertanto, un principio di equivalenza intertemporale
tra importi monetari, che puo essere formulato nel modo seguente:
ral tempo t, se l'interesse & definito tramite la {(11'}, allora e
equivalente possedere 1'importo monetaric C al tempo t, oppure
1'importo monetario M = C(1 + f(At)) al tempo t, = £; + At, ¥ At
> O . \

In guanto segue considereremo soltanto principi di equivalenza
intertemporali tra importi monetari rappresentati da una funzione
valore reale a valori positivi, avente dominio nel campo dei rea-
1i non negativi:

wiAt) = 1 4+ £(AL), (13')
che risulti continua e monotona crescente e goddiefi il wvincolo:
wi0) = 1, (1211)

in quanto & guesto il caso che viene considerato nella matematica
finanziaria classica, che costituisce oggetto d'insegnamento nel-

figura‘l

thj -




1z Scucla secondaria superiore.

ora, poiché qualsiasi funzicne del tipo dellas (13') che soddisfa
i1 wincolo (12'') (vedi figura 1) pud rappresentare la funzione
valore di un principio di equivalenza intertemporale tra importi
monetari, la scelta di una funzione w, 0O, equivalentemente, di
una funzione f, risulta essere i1 risultato di un accordo tra le
controparti. Nella pratica, viene usato, generalmente, solo un
numero limitato di funzioni che rendono particolarmente agevoli i
calcoli &, caso per caso, viene scelta guella tra loro che gode
delle proprietd pild opportune. :

Con riferimento ad una generica funzione W possiamo ora definire,
con l'ausilio della figura 2. le seguenti grandezze espresse come
funzioni di due variapili, che vengono largamente utilizzate in
matematica finanziaria:

a) interesse, I(t,t+At) = DE;
b} fattore di capitalizzazione, m(t,t+dt) = BE/ED;
c} fattore di sconto, vtt.£+ﬁt} = EEKEE = 1/m(t, t+At) ;
d) tasso di interesse (o di rendimento), i(t,t+At) = EE;EE -
E Iﬁ;,t+ﬂt}fwtc] = m{t,t+AL) - 1 = (/e e+AE)) - 15
e) tasso di sconto [o_di interesse anticipato), g{t,t+At) =
- DE/BE = I(t,t+At)/w(t+At) =1 - it t+At) = 1 - (1/m(t,t+pt));

£) intensitd istantanea di interesse o di sconto (o forza di in-
teresse o di sconto}, ek =

w'(e) fwit) = SE logw(t)

figura 2

wit) 1

W{tu+at]

thﬂ}




{(la definizione della funzione & richiede, ovviamente, che la
funzione w oltre ad essere continua sia anche derivabile) evvero:

Gt e+AE) = YTim [{1 - v (t, t+AL, t+AL+AT) } JATVIE, E+AL, E+ALHAT) ]
AT-=0 {14)

LE LEGGI DI EQUIVALENZA INTERTEMPORALE TRA GLI IHPORTIMI

Una legge di eguivalenza intertemporale tra gli importi memetari
& espressa tramite una funzione di unma, due o tre variabili che.
consente di associare, ad ogni istante t = 0, l'importo mometario
equivalente all'importo monetario unitario esigibile all'istante
t, # ¢, ¥ty 2 0, e, pertanto, la funzione valore & una legge di
equivalenza intertemporale.

Le sei funzieoni I(t,t+At)}, mit,t+At), wit,e+At), ite, c+he}, s(t,
t+At) e &(t,t+At), appena introdotte, sono, a loro volta, leggi
(o- "regimi, se in esse figurano parametri) di eguivalensza inter-
temporale a due variabili (dipendenti cioé& dalla data della sti-
pula del eemtratto, che coincide eon la data di- imvestimente, e
dalla data di disinvestimento) e le prime cingue caratterizzano
le sole operazioni finanziarie a proati.

Nel caso in cui si vogliano, wviceversa, caratterizzare le opera-
zioni finanziarie a termine, le prime cingue di esse risultano
essere funzioni di tre wvariabili, in guanto la data di stipula
del coatratto non ceoincide pit com la data d'inizic dell'opera-
zione finanziaria. -
Come & stato gid ewvidenziato, ciascuna di esse pud essere espres-
sa in funzione di ciascuna delle altre cingue e, pertanto, & suf-
ficiente definirne una per definirle tutte.

Nel seguito sard prevalentemente utilizzata la funzione fattore
di capitalizzazione m, che pud significativamente essere espressa

per mezzo della funzione & tramite le: :
t+it
mit,t+At) = expl dic,u)dul, (15)
jud
se l'operazione finanziaria sottostante & a pronti, e:
+ t+At+AT
mit,t+At, c+At+AT) = expl S(t,u)du], (15'}
C+AE

se l'operazione finanziaria sottostante & a termine.
Nei casi in cui vale la proprieta: :

Al teAt) = 6{At) -2 t 2 0 e ¥ At = 0, {16)-
la legge di equivalenza intertemporale viene detta "uniforme” ed
& espressa tramite una funzione di una sola variabile, la durata
dell'operazione finanziaria.

Nei casi in cui la funziome & dipende al pil dalla data éi disin-
vestimento, ossia risulta, ¥t =z 0 e ¥ At = 0, o:

5 (L, teAt) = 8(t+At) (17)

oppure:




]

&(t,c+At) = 864 = cost., (18}

la legge di eguivalenza intertemporale viene detta "scindibile”.
In un mercato perfetto, le leggi finanziarie sono scindibili, os-
sia werificanc le relazioni di uguaglianza:

vit, c+At+Ar) = v{t, t+At) v (t+AL, t+AC+AT) =
= v{trt.*atlwi.r.,_tiﬁ..t.._t_*ﬁt-hﬁ.rl i (19)

per le leggi di egquivalenza intertemporale a una varisbile (la
durata dell'operazione} la scindibilitd deriva. dalla costanza
della forza di interesse.

LE-ERIHEIEBLI.LEGGI_DI.EQUIHLLEHZ!FIHIEEIEHEQR!LE_TRIFELLiDﬂIFﬂﬂ
MONETARI : :

Per guanto detto in precedenza, ci limiteremo a considerare, nel
seguito, solo leggi di eguivalenza intertemporale uniformi.

Le leggi &i equivalenza—inteftemperale di guesto-tipe, pid usate
nella pratica, sono tre:

a) la legge degli interessi semplici (o legge della capitalizzar
zione lineare); :

b) la legge degli -interessi composti (o legge delda capitalizza-
zione esponenziale); ; o4

¢} la legge dello sconto commerciale (o legge della capitalizza-
zione iperbolica). :
Prima di passare alla lere descrizione, & opportunc introdurre le
due seguenti operazioni finanziarie elementari, certe, a pronti
I[tl = t} ed elastiche:

a) 0", che, in riferimento all'operazione finanziaria elementare
descritta dalle (8) e (9), consente, al tempo t,, alitizio B di
scegliere tra il restituire subito 1'importo monetario M oppure
i1 restituire 1'importo monetario M' > M al tempo t; = Ly + AT >

A

b? o®; che, in riferimento all'operazione finanziaria elementare
descritta dalle +(8) e (9), consente, al tempo ;o t# - AT =
t., al tizio B di scegliere tra il restituire subito 17Importo
monetario M° < M oppure il restituire 1'importoc monetario M al
tempo to. %

L'operazione O , in altri termini, consente al tizio B di sce-
gliere al tempo t, tra 1l'operazione finanziaria descritta dalla
() e l'operazione finanziaria, che risulta eguivalente, al tempo
t, rispetto alla stessa legge di equivalenza intertemporale:

ED‘B 24 {+CI-MI}f{t‘Jt3}I (2')

M= Cm(t,-t) = Cm (At) , {20)
deve essere:

M' = Cm{ta-t} = Cm{At+AT}), (20?')




e,

che gli comsente di differire la restituzione del debito.
L'operazione O°, invece, consente al tizio B di scegliere al tem-
po-t° era 1'operazione fimanziaria descritta dalla (9) e l'epera-
zione finanziaria, che risulta equivalente, al tempo t, rispetto
alla stessa legge @i EQuLv&ienza-intertempa;ale: '

g0p = {+C,-M°}/{t, espr-Ar}, - g ey
dove, per 1a (20), deve essere:
Me = Cm(t°-t) = Cm(At-Ar), (20'")

che gli consente di anticipare 1a restituzione del debito.

Ci® premesso, cominciamo con 1'esaminare la legge degli interessi
semplici.

Essa & deseritta tramite la funziene:

m(t,t+At) = 1 + i(t, t+At) = 1 + ikE, " {21}

dove la eestante- i, che-ha le dimensioni éi un tasse && interesse
diviso un tempo e che, nel seguito, considereremo sempre positiva
o minore di I, ha un valere che--&i ottiene-dalla:

i = i(t,t+At) /At = i(t,t+1)/1, ¥ t = 0 e ¥ At = 0. (22)

Applicando tale legge di equivalenza intertemporale, lt'operazione

finanziaria 0 si pud, dungue, esprimere tramite la coppia d4di o-
perazioni finanziarie elementari, eguivalenti al tempo t:

op = {+C,-C(1+iAt) }/{t, t+AL},

(23)
gOp = {+C,-C(1+i(At+Ar))}/{t, t+htshr),
e, pertanto, i hq:
sl 4 I=C +ClAE
(24)

H'=c+1--c+::im.t+£sr}-C+Cibt+cmr-u+cmr.

Dalla seconda delle (23) emerge chiaramente il contenuto concet-
tuale della legge degli interessi semplici, che pud essere sinte-
tizzato tramite una o l'altra delle due proposizieni seguenti:
nee si sceglie la legge degli interessi semplici, allora il prez-
zo da pagare per differire la restituzione del.montante & data
dal prodotto di tre fattori: il capitale ricevuto, il valore nu-
merico. i del tasso- di imteresse wvalutate sulla durata temporale
unitaria e la durata del differimento"; :

"ge si sceglie la legge degli interessi semplici, allora gli-in-
teressi maturati non producono interesse”.

Come & state gid evidenziate, le- due operaziond finanziarie egui-
valenti definite dalle (23) sono due operazioni finanziarie a
pronti.

Partendo dalle (23}, & possibile- definire la relaziene che inter-
corre tra il tasso di interesse, valutato sulla durata temporale
unitaria, per le operazioni a preanti e il tasso di interesse, -Va-




1utato sulla duraca temporale unitaria, per le operazioni a ter-

mine mel caso in cui si adotti la legge degli interessi semplici.

Dalla geconda delle (24) si ricava:

ile, e+Ae, E+AEFAT) = W -M) M = Cite+At, E+AEFAT) /C 4G, E+AEH =
= i(t,e+1)AT/(1 + ilc,t+1)At) {25)

da cui, ponendo, per semplificare al massime, At = Ar = 1, si-Ot-
tiene:

i, B4+2) /62 + 2(E,E42)) =

il

i(e, e+, €42}

2i(t,t+1) /(1 + 2i(t,t+1)) < i(t,t+1). (26)

Si pud dimestrare altresi, facilmente, che risulta (nell'ipefesi
in cui sia offerta, nel contratto stipulato al tempo t, al tizio
B la possibilitd di scegliere, al tempo t,, tra il restituire il
montante M' subito o restituire il montanfe M'' al tempo t, > tj
e cosi via): .

ife, e+, 6+2) > i(e, 642,643 > i, g+3, 844 > ... £27)

Le (26) e (27) sono in accordo col fatto che l'intensitd istanta-
pea di interesse, espressa tramite la:

&(t,t+At) = i/(1 + iAt), (28)

& una funzione decrescente al crescere i At.

pDalla (28) si evince che la legge degli interessi semplici non &
scindibile. '

Passiame ora ad esaminare la legge degli interessi compeosti.

Bssa & descritta tramite la funzione: i

S sEeAR) v s 4 (EkvBEl e (Lrrd)At o igtes, (29)

dove, anche in guesto caso, la costante i ha lo stesso valore . nu-
merico del tasse di interesse i(t,t+l), come si pud facilmente
dimostrare ponendo-mella (29) At = 1, e:

& = log(l+i) = cost.. (30)
Applicando tale legge di equivalenza intertemporale, 1l'operazione
finanziaria 0 =i pud, dungue, esprimere tramite la coppia di <©-
perazioni finanziarie elementari, equivalenti al tempo t:

OB = {_+C, "C{l'l-ii‘-ﬁt}_{{t,.t'l‘ﬁt}l

' (31)
O = {+C, -C{l+i}'&t+&7}f {t,c+At+AT),
e, pertamto, si-ha:
M=Ca+TIa=cC{l+ 1)t
(32)

Mriw® Tt e Bl @ §JAEHAE | g 4 17881 + 1)AF =




11
I3

- ML+ j_]ﬂ'r =M + M[{1 =+ i}'ﬁ"f i P

Dalla seconda delle (32) emerge chiaramente il contemuto conget-
tuale della legge degli interessi composti, che pud essere sinte-
tizzate tramite uURa o l'altra delle due proposizioni seguenti:
nge si sceglie la legge degli interessi composti, allora il prez-
zo da pagare per differire la restituzione del montante & dato
dal prodotto @i due fattori, di cui umo, il montante, rimane co-
stante, mentre l'altre cresce in mode pid che proporziemale al
crescere della durata del differimento”;

rge s5i sceglie la legge degli interessi composti, allera gli-in-
teressi maturati producono a loro volta interesse"”.

Come per le (23}, le due operazioni finanziarie eguivalenti defi-
nite dalle (31) sono due operazioni finanziarie a pronti. :
partendo dalle (31}, é-pessibilenéefinire-la relazione che inter-
pcorre tra il tasso di interesse, valutato spulla durata temporale
snitaria, per le operazieai & promati e il tasso di interesse, -va-
lutato sulla durata temporale unitaria, per le operazioni a ter-
mine nel caso in cui si adotti la legge degli interessi compesti.
Dalla seconda delle {32) si ricava:

i(t,t+At, t+At+AT) = (M'-M)/M = (1 + i(t,t+1))87 - 1 (33)

da cui, poneando, per semplificare al massimo, At = Af = 1, si-Ot-
tiene:

iie,t42,842) = i(t,e82). (34)
gi pud dimostrare altresi, facilmente, che risulta (nell'ipotesi
in cui sia offerta al tizio B la possibilitd scegliere, al Eempo
tq, tra i1 restituire il montante M’ subito o restituire il mon-
tante M'' al tempo tg > L3 € cosi via):

i(t,e+d,e42) = i(t,e+2,E43) = ite,e+3,6+4) = ... {35)

Le (31) e (32) sono in accordo col fatto che 1'intensita istanta-
nea di interesse, espressa tramite la:
g i

5(t,t+Ar) = &, ' (36)

&, ora, una funzione costante e, guindi, nom varia né al wariare
di t né al variare di At.

Come si evince dalla (36}, la legge degli interessi composti &
scindibile e va evidenziato, altresi, che, nell'ambito delle leg-
gi di equdvalenza-in:ertemparale che dipendono dalla sola duxrata
dell'operazione, con una struttura sottostante piatta, & anche
1'unica ad essere tale.

Esaminiamo, infine, la legge delle sconto commerciale.

Essa. viene applicata guando si vuole antiecipare-il pagamente-del
montante ed & descritta tramite la funzione:

mit,t+At) =1 + i(t, t+At) = 1/{1 - kAE), (37)

dove la costante k, che ha le dimensioni d4i un tasso di sconto
diviso per ua tempe, ha un valore che si ottiene dalla:



X = 1(e;t+1) /(1 + ilg,t+1)]1 = s(t,e+1). {38)
che ora & definita selo per valori di t compresi nell'intervallo
temporale (0,1/k) .

Applicando tale legge di eguivalenza intertemporale, 1'operazione
finanziaria 0° =i pud, dungue, esprimere tramite la coppia di o-
perazieni finanziarie elementari equivalenti al Etempo £

op = {+C, -C/ (1-kAt) }/{t, t+At}, '

{39)
R = {+C.-CK[I-k{ﬁt-ﬁ.r}]}f{t,t+ﬁt—ﬁr},
e, pertanto, si ha:
M=C+I=Cl1/(1-kAt)]
(40)

M = C + I% = ci1/{1-k{At-A7))] = H[{1~kat}fil-ktﬁt-é.ﬂ}] =
iy T o M{kﬁfﬁ{l*kmt-ﬁﬂ}l-

Dalla seconda delle (40) emerge chiaramente il contenuto concet-
ruale della legge-dello sconto commerciale, che pud essere sinte-
tizzato tramite la proposizione seguentée: YRPFY,
nge si sceglie la legge dello sconto commerciale. allera lo sgon-
to, M - m®, che =i ottiene anticipando la restituzione del mon-
tante & dato-dal prodotte di due fattori, 4di cui- une, il mentan-
te, rimane costante, mentre l'altro cresce; in modo meno che pro-
porzicnale, al crescere dell'intervallc.tamporale che intercqrre
tra il momento in cui i1 debito viene saldato e la scadenza
dell'operaziene”.

Come per le (23), le.due operazioni finanziarie eguivaleati defi-
nite dalle (39) sono due operazioni finanziarie a pronti.
parteado dalle (33}, & pessibi}e-detinire-la relazione: che inter-
corre tra il tasso di interesse, valutato sulla durata temporale
unitaria, per le cperazioni & pronti e il tasso di interesse, va-
lutato sulla durata temporale unitaria, per le operazioni a ter-
mine nel case in cui si adotti la legge degli interessi cemposti.
Dalla seconda delle (40) gi ricava:

iEt,t+ﬂt—ﬁF,E+ﬁt} = (M-M°)R/M2 = kAT (E-kAE) . %41]

da cui, ponendo, Per semplificare al massimo, At = 2 e AT = 1 ©
riea¥d&ﬂéa—la-{38}.~&i ettiene:

i(t,t+1,t42) = i(t,c+1)/(1-i(t,t+1)) > ilg, t+1}). (42)
Si pud dimostrare altresi, facilmente, che risulta (nell'ipotesi
in cui sia offerta al tizio B 1la possibilita di scegliere, al
tempo t,, tra i1 restituire il montante M' subito o restituire il
montante M'' al tempo T4 > ty e cosi vial):

ite, e+, 42} < j(t, 42,643 <« ..., ¥ E + i < 1/k, eem i = 2, (43)

Le (42) e (43) sono in accordo col fatto che 1l'intensitd istanta-
nea di interesse, espressa tramite la:




6it,c+At) = k/[1-kAt), (a4}

&, ora, una funzione crescente al crescere gi' At

Dalla (44) si ewvince che la legge dello sconto commerciale non &
gcindibile.

Nella figura 3 sono poste a confronto le funzioni fattore di ca-
pitalizzazione wm(t,t+At}, con t = 0, associate alle tre leggi di
equivalenza intertemporale considerate. '

figqura 3
miAt) ¢
suonls . {}n
commerciaid
capilabizzazione
c.om}snﬁ -]
£a Fljr:.Et izdZlohe
sem iu{u:r,
1+ 1
1t
|
0_ |
0 1 At

Come si pud notare le tre funzioni assumono lo stesso valore, 1 +
i, solo per At = 1.

LE RENDITE

Con .il termine "tendita® si intende indicare una successione di
importi monetari, tutti dello stesso segno, denominati "rate" o
ntermini" della rendita, esigibili con cadenza periodica.

i definisce "operazione di rendita" un'operazione finanziaria
composta del tipo:

Dr = KHT = {;xn;irlrirzf+r*:irn}f{tﬂftlrt2i F“Jtn}l {45}

dove:

il doppic segno tiene conto del fatto che 1'operaziene finanzia-
ria risulta diversa se esaminata dal punto di vista dell'investi-
tore (segni superiori) o dal punto di vista di colui che si inde-
bita (segni inferiori), _

Xg = wl(tg) rappresenta, in base alla legge di equivalenza adotta-

ta, il valore della rendita r = {irlfirzf-~“rirn}f{t1ﬂtzl-"'tn}
al tempo tg, T o
nia 2,




Ey > Cps

tg = t; + (k-D)At,

oy Tl -kt ELy

At = D. :

Tzle operazione pud e€sSsers SCOMPOSta in n operazioni finamziarie
elementari del tipo:

O = X/T = F¥0, k- 27}/ {0, txc} 1 (46)
dewve-:

A s DL il R Sk

o

L ¥o,x = %o (47)
k=l .

tutte sottoposte alla stessa legge &i equivalenza intertemporale,
che & poi la stessa legge che governa la (45).

Le operazioni di remdita possoneo essere classificate in base a:
a) la durata della rendita ("temporanee", se 2 =11 < M < +®, O
"perpetus", se 10 = -4@) ;

b) 1'istante t, ("immediate”, se t; = ty (anticipate) oppure t, =
t. + At (posticipate), o "differite", se t, = L5 + kAc, con k =
1" (anticipate) oppure k = 2 (posticipate));

c) 1'ammontare della rata ("a rata costante", Seé Iy = Iy_,, Per k
-2, .3, ..., n, O "a rata variabile", in ogni altro caso).

Se, come normalmente si usa, si valuta 1l'operazione di rendita in
hage alla legge esponenziale, allera, mel caso pit semplice in
cui t9 = tg + 1 e le n rate, con n finito, sono di importo co-
stante e pari a R (rendita temporanea, immediata e posticipata),
1'operazione di rendita risulta essere equa se & verificata la:

Il n
xg = R T (T + 1)k . r ¢ VK, t48)
k=1 k=1
dove: F
0 < v =100 + 1) < 1. (43)

Poiché il secondo membro della (48) & la somma di n termini in
progressione geometriea, com primo termine uguale a Rv e ragione
uguale a v, la (48) si pud riscrivere:

Xg = RVI(1 - v /(1 - ¥v)] = Ragyy, (50)

dove il simbolo agyy, che si legge "a figurato n al tasso 1" met-
te in evidenza il numero delle rate n ed il valore numerico i del
tasgo di interesse i(t,t+l).

La tabella allegata mostra come a4 Vvaria al variare di nda 1 a
100 e il valore che assume per n = », per valori di i pari al 4%,
4,25%, 4,50%, 4,75% e 5%.

vediamo ora, sinteticamente, come variano x, e il fattore . che
moltiplica il valore costante R della rata a secondo membro della
(50}, al wvariare delle caratteristiche dell'coperazione di rendi-
ta.

Sia:

a) n finito, t4 = t, {rendita temporanea, immediata e anticipata)
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n )
xg = kalvk'l = R[{1 - v™ /(2 - ¥I] = Ragy; = (R/¥I&m)i. (51)
dove il simbolo az; si legge "a anticipato figurato n al tasso
- 8y g
b} n finito, ty =.tg + M + 1, coo m a 1, {rendita temporanes,
differita e pns%icipata?

m+1n
xg = Rk_i+1vk - RvBELE(1 - v /ET - VI = RVEg g = Rypamys (52)
dove il simbelo JmPEl i gi legge "a figurato n al tasso i diffe-
rito m".
¢) n finito, t; = tp + m, COD M = 1, (rendita temporanea, diffe-
rita e anticipata)

m+I
Xg = szmvk = ROBE(L - VBI/(T - M1 = RV%Em g = Rypdmio t53)

dove il simbolo gmgﬁli si legge "a anticipato figurato n al tas-
go 1 differito'm®.

d) n illimitato, t, = tg (rendita perpetua, immediata e postici-
pata)

m
xXq = kaivk = RI1/(1 - ¥)] = Ragy; = R/i, (54)
e} n illimitato, t; = ty (rendita perpetua, immediata e anticipa-
ta)

m
xo = R L V1o (R/V[1/(2 - V)] = Ragyy = R/VL = R/4, (55)
k=X
dove- d & detto nrasge annue (effettive) &% sconto" o tasse aanuo
di interesse anticipato,
£y n illimitato, t; = tgp + M + 1, con m = 1, (rendita perpetua,
differita e posticipata] .

oo

xg =R T X - RVP[1/(1 - V)] = RvTagy 4 = RVI/4, (56)
k=m+1

g) nillimitato, t; = tp + M, CORD W = 1, (rendita perpetua, dif-

ferita e anticipaté?

o
xo = R L V% = ™1/ - V1 = RV Tagy = rv™/d, (57)
o=t

IL PIANG DI AMMORTAMENTO

Un pianc di ammortamento &, in estrema gintesi una tabella in cui
vengone- evidenziate le pfapxieta-relati#e-all‘equivalenza—Eiqan—
ziaria tra 1'importo x,, che rappresenta la somma a debito (cre-
dito), e la rendita r, che rappresenta i1 modo in cui il debito
viene rimborsato (il credito viene recuperato) . Esso pud essere
utilizzato sia per amalizzare la dinamica di un'operaziene di
rendita gid stipulata che per costruire un'operazione di rendita
2d hoc che risulti-egua rispette ad uma legge di eguivalenza in-
tertemporale predeterminata.

La tabella, nella sua versione generale, & divisa im cingue ce-




lonne in cui vengono riportati, rispettivamente, per k = 0,1,...,
n, i waleri assunti da:

1) il tempo ty, che nel sequito, per semplificare al massimo il
discorso, poniamo uguale a k, in cui viene pagata (incassata) la
rata k-esima;

2) l'importo r, della rata k-esima, che nel seguito indichiamo
con Ry; : .

3) lakquota capitale Cp relativa alla rata k-esima, ossia la par-
te della rata k-esima che wviene utilizzata per ridurre il debito
{credito};

4) la guota interesse Iy relativa alla rata k-esima, ossia la
parte della rata k-esima che viene utilizzata per retribuire gli
interessi maturati nell'intervallo temporale (k-1,k] sulla somma
ancera a debito al tempe k-1;

5) il debito (credito) residuo D, un istante dopo il pagamento
{l1'incasso) della della rata k-esima. :

Esistono, in teoria, tanti piani 4i ammortamento quante sono le
forme possikbili di remdita. ; =

Nella pratica, wvengono pill spesso utilizzati:

a) il piano d'ammortamento a rate costanti posticipate (france-
se);

b} il piano d'ammortamento a rate costanti anticipate (tedesco);
¢) il piano d'ammortamento a guote capitale costanti;

d) il piano d'ammortamento a rimborso unico (americano).

Per mostrare le loro differenze, vengono di seguito esaminati
tutti e guattro nel caso particolare im cui:

a) la somma da rimborsare &: x5, = 100 euro;

b) il numeroc delle rate della rendita &: n = 5;

¢) l'intervallo temporale costante che intercorre tra il pagamen-
te di due-rate successive &1 At = 1;

d} la legge di eguivalenza intertemporale &: la legge degli inte-
ressi composti;

e) il tassc d'interesse, valutato sulla durata temporale unitaria
&: ilt,t+1) =1 = 0,04 (o 4%).

A) Il piano &'ammortamento a rate cosianti posticipate (frapcese)
Un modo semplice di procedere per stendere gquesto pianc d4'ammor-
tamento & il segquente:

1} si caleeola 11 valere costante della rata utilizzande la (50);
(nel nostro caso si ha:

2) si ealeola l'interesse maturato nell'imtervalle (0,1}, essia
dal momento in cui & stato ricevuto il prestito di 100 euro al
memente in cul viene- pagata la prima rata di 22,46 euro;

(nel nostro casc si ha:

I, = Xgi = 100x0,04 = 4 euro)

3) si calcola la guota capitale sulla prima rata;
(nel nostro caso =i ha:

C, =R - I, = 22,46 - 4 = 18,46 euro)




4) si calcola il debito residuc a2l tempo 1 subito dopo il paga-

mento dells prima rata;
(nel nostro Caso gl ha:

Dl = ]{.{} * Cl =100 = IErGE = 31,54 E‘urD}

5} si calcola 1l'interesse maturato nell'intervalleo.-(1,2] ...... ©

cosi via.
Lo sviluppo completo del piano d'ammortamento & mostrato nella

tabella seguente.

K RK Cr: IK DK

o | 0| o |400,00
20,46 4846 4,00 815k
22,46 19,200 3,26 62,34
2046 1993 49| 42,57
20460 2073 1,69 24,60
20,L6] 21,60 0,9 O

Ut = b B O

I1 formulario generale, per e T - RN e S saguénte:
-k-1 '

ckznvn |

R (1-v k-1

Dy = Doz '™ S

Prima di concludere il discorso su gquesto piano d' ammortamento,
viene mostrato in figura 4 1'andamento temporale del debito, nel
caso particolare che & stato esaminato.

Come £i nota, chiaramente, subito dopo il pagamento di una rata
i1 debito scende sotto il valore che aveva gsubito dopo il paga-
mento della rata precedente e, guindi, 1'ammontare della rata
cerve ad abbattere il debito pid di quanto ess0 gi sia incremen-
tato nell'intervallo temporale intercorso tra il pagamento delle
due rate successive.




Fbﬁ\i wta ‘_/1_




E)EMWQEWWM

CQuesto pizno d'ammortamento ha una struttura un poco pid elabora-
ta éi guella del precedente. Seguendo, infatti, lo stesso proce-
dimento utilizzatc nel caso 2}, un piano 4d'ammortamento a n rate
costanti anticipate di importo pari a R su un prestito di x4 ver-
rebbe a coincidere con il corrispondente piano d'ammortamento a n
- 1 rate costanti posticipate su un prestito di x5 - R.

In gquesto caso si procede nel modo seguente:

1) si calcola il valore costante della rata utilizzando la (51);
(nel nostro caso si ha:

R = vKDIaEWD,D4 = 0,96153846x100/4,45182233 = 21,60 suro)

2) si calcola la gquota interesse sulla prima rata 4i 21,60 suro
(nel nostro caso si ha:

I, = xﬂiv = 100x0,04x0,96153846 = 3,85 euro)

e la si riporta nella tabella alla riga corrispondente a k = 0,
per evidenziare il fatto che la rata & anticipata;

1) si calcola il debito residuo al tempo 1 un istante prima del
pagamento della seconda rata;

{nel nostro caso si ha:
Dl = Lxﬂ - RY{1 + 1} = (100 - 21,680)x1,04 = Bl,54 eurc)

4) ei calcola la guota capitale sulla prima rata;
(nel nostro caso si ha:

C, = Xg - Dy = 100 - 81,54 = 18,46 euro)

5) si calcola la guota interesse relativa alla seconda rata -.....
e cosl via. ]

K . ~R|~:"\ CK IK DK

0 0 3,85| 100,00
2 60| A8.46| 3A4| 84,54
1460 19,20 240 ©2,54
20 60| 1997 4,63 42,5
24,60 207 083 24,60
21,60 24601 O 0

U e O




Lo sviluppo completo del piano ¢&'ammortamento & mostrato nella
tabella precedente.
11 formulario generale, per k =1, 2, ..., B, & 1l seguente:

= RyR~k-1

- R{1-v" K1) /v

Cr
Ix-1
Dk = {Dk']_ - RJ {1 + i:| < :

Prima di concludere il discorso su guesto pianc d'ammortamento,
risulta opportunc confrontarlo, brevemente, con il precedente.
Come & immediato constatare, i valori C, e Dy coincidono con i
precedenti, mentre 1l'importo della rata gisulta essere inferiore,
in gquanto essa @ pagata anticipatamente, e, conseguentemente, ri-
sultano essere inferiori anche i wvalori Iy, in guanto valori
scontati dei precedenti.

C) Il piano d'ammortamento a Quote capitale costanti

Un modo semplice di procedere per stendere guesto pianc 4'ammor-
tamento, nel caso particolare in cui le rate sono posticipate, &
il seguente:

i) si caleola il valore costante della gueota capitale;

(nel nostro casc si ha:

Cy = %o/5 = 100/5 = 20 euro, per k = 1, Ty vy )

2) =i calceola l'interesse maturato nell'iatervalle (0,1}, ogsia
dal momento in cui & stato ricevuto il prestito di 100 euro al
momenteo in eui wviene pagata la prima rata;

{nel nostro caso si ha:

I, = xgi = 100x0,04 = 4 euro)

3} si calcola l'ammeatare della prima rata;
(nel nostro casc si ha: '

R=Cl+11=20+4-24euroi

4) gi calcola il debito residuo al tempo 1 subito dopo il paga-
mento della prima rata;
(nel nostre easo-si-ha:

Dl = x.D ' Cl = lﬂu o 20 = BG 'E'I.er:l

5) 84 ealcels l'interesse maturate mell’intervalle (1,2] ...... &
cosi- via.

Lo sviluppo completo del pianc d'ammortamentc & mostrato nella

tabella seguente.
Il formulario generale, per k = 1, 2, ..., B, & il seguente:

Ck = xD,,n

I = Dy ,i




—

=
=7

.

Rk Ck

0 0 0 100
2400 20 A 80
23,20( 20 320 60
V00 10 4O
21.60] 20 1601 20
20801 20 0,80 0

=

WV~ e - O

D) Il piano 4'ammortamento a rimborso upico (americano)

Questo piano d'ammortamento & semplicissimo in quanto le prime n
- 1 rate sono composte dalla sola guota interesse e l'ultima &
—g composta dalla quota interesse e da una gquota capitale ‘pari al-
e 1'ammontare complessivo del debito. Poiché agli istanti 0, 1, ..,
n-1 il debito residuoc & sempre lo stesso, tutte le gquote interes-
~se I, sono uguali tra loro e pari a xgi (nel nostro caso si ha:

~Tj;"#-100x0,04 = 4 wure, per k =1, 2, .5 5).

'} Lo-sviluppo completo del piano 4d'ammortamento € mostrato nella
“ -tabella seguente.

‘I1 formulario generale, per k = 1, 2, ..., n, & il seguente:
ol s J 7 2 m e S R o )

Rk = per k =

e Ik_ . KU n

I, =-Xn1

K 8 .11 2, P n"lr

Ck = 5 per k = { .

]{G Il

By e = Oy,
-.Prima-%i concludere il discorso su guesto piano d'ammortamento,
; viene mostrato in figura 5 1'andamento temporale del debito, nel
. cago-particolare che & stato esaminato. :
> Come =i nota, chiaramente, subito dopc il pagamento di una delle




srime n-1 rate il debito torna al valore inizia.e.

K RK CK | Ix Dk |
gt 0 0 100
diod, ol 0 L 100
3 Siar], 0 i 100
el A 0. i 100
A 0 L 100
5 | 104 |4100 5 0

fiqura 5

L)
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